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O Geometrii

Kilka stdw o mierzeniu

Otéz jak sama nazwa Geometria (z gr. geo-ziemia, metria-miara)
ma ona co$ wspolnego z mierzeniem Ziemi, wzglednie na Ziemi.
Ot6z zastandwmy sie, co my na Ziemi mierzymy? Odpowiedz
brzmi mierzymy wszystko, co sie da, a nawet to czego sie nie da.
Ale z matematycznego punktu widzenia najistotniejsze trzy
wielkosci, ktére mierza ludzie to:

Jak wec mierzymy na przyktad ,Zreszta w
pozostatych dwéch przypadkach postepujemy analogicznie. Zeby
wiec zmierzy¢ dtugo$é odcinka, musimy ustali¢ jednostke, czyli
odcinek jednostkowy. Gdy juz ustalimy nasz odcinek jednostkowy,
ktéremu z definicji przypisujemy miare 1, a chcemy zmierzy¢ jakis
inny odcinek, to postepujemy nastepujaco:
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Dtugosé¢, pole powierzchni

Rysunek: Odcinek i odcinek jednostkowy

1. Liczymy, ile catych jednostek miesci sie w naszym odcinku.

2. Jezeli pozostaje jakas$ reszta, to dzielimy nasz odcinek
jednostkowy na dwie czesci i liczymy, ile potéwek miesci sie w tej
reszcie.

3. Czynno$¢ ta powtarzamy tak dtugo, az sie nie zakonczy, lub tak
dtugo, az doktadno$¢ pomiaru nas nie zadowoli.
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Pole powierzchni prostokata

°b
Rysunek: Prostokat o bokach dtugosci a i b oraz kwadrat jednostkowy.
Por=a-b



Pole powierzchni tréjkata i jego wtasnosci

Znajac wzor na pole prostokata tatwo znalezé wzér na pole
tréjkata prostokatnego, wystarczy popatrze¢ na ponizszy rysunek:
1

Ptpzi‘a-b

Troszke Geometrii



Pole powierzchni tréjkata i jego wtasnosci

Gdybysmy chcieli wyznaczy¢ wzér na pole dowolnego tréjkata, to
wystarczy zauwazy¢, ze zawsze istnieje jego podziat na dwa
tréjkaty prostokatne.

y X
Rysunek: Tréjkat i wzér na jego pole.
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Pole powierzchni tréjkata i jego wtasnosci

Zatem ; " | |

gdzie a = x + y jest dtugoscig podstawy trdjkata, zas h jest
dtugoscia wysokosci opuszczong na te podstawe.

Nastepnym naszym celem jest sformutowanie i podanie dowodu
Twierdzenia Talesa. Zanim jednak tego dokonamy, musimy
udowodni¢ pewien fakt dotyczacy pola tréjkata. Mianowicie:

Jezeli dwa tréjkaty, AABC i ADEF, w ktdrych podstawy |[AB|=a i
|DE| =b maja wysokosci réwnej dtugosci opuszczone na te
podstawy, to stosunek ich pdl jest réwny stosunkowi dtugosci ich
podstaw.
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Twierdzenie Talesa

Tales z Miletu ( Thales ho Milesios; VII/VI w. p.n.e.) filozof
(uczony) grecki okresu przedsokratejskiego, przedstawiciel jonskiej
filozofii przyrody.
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Twierdzenie Talesa

Rysunek: Tréjkaty wysokosciach réwnej dtugosci.
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Twierdzenie Talesa

tatwo widaé, ze tak jest w istocie, gdyz:

Praasc  3-a-h _a
Prper  %-b-h b
Przejdzmy teraz do sformutowania Twierdzenia Talesa. Brzmi ono

nastepujaco:

Jezeli ramiona kata / OAB przetniemy dwiema prostymi
rownolegtymi AB i CD, to:

|OA|  |OB|

|AC|  |BD|
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Twierdzenie Talesa

Rysunek: llustracja do Twierdzenia Talesa
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Twierdzenie Talesa

Dowdd opiera sie na ciggu réwnosci

|OA‘ _ PAoabp _ at+b+c _ Paosc . |OB|

|AC|  Paapc b+d Prgep  |BD|
Twierdzenie Talesa jest podstawa do wprowadzenia pojecia
podobienstwa tréjkatéw. Mianowicie

Powiemy, ze tréjkaty AABC i ADEF sa podobne, jezeli istnieje
liczba rzeczywista s taka,ze

|AB| _ |BC| |CA|

\DE| ~ |EF| — |FD] ~°
Sens tego pojecia jest taki, ze figury podobne nie réznij sie
ksztattem a jedynie rozmiarami. Z Twierdzenia Talesa wynika

m.in., ze jezeli dwa tréjkaty maja katy tej samej miary, to s3
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Podobierstwo tréjkatéw

A D F
Rysunek: Tréjkaty podobne.
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Twierdzenie Pitagorasa i Twierdzenie Cosinuséw

Pitagoras (ur. ok. 572 p.n.e. na Samos lub w Sydonie, zm. ok. 497
p.n.e. w Metaponcie) grecki matematyk, filozof, mistyk.
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Twierdzenie Pitagorasa i Twierdzenie Cosinuséw

Naszym nastepnym celem jest sformutowanie i udowodnienie
Twierdzenia Pitagorasa. A brzmi ono tak

Niech ANABC bedzie tréjkatem o bokach dtugosci a, b, c, przy
czym a, b < c. Wéwczas trojkat ANABC jest prostokatny wtedy i
tylko wtedy, gdy

a? + b% = 2.
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Twierdzenie Pitagorasa i Twierdzenie Cosinuséw

|AC|? + |CBJ? = |AB|? = ¢® = a* + b?

B
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Twierdzenie Pitagorasa i Twierdzenie Cosinuséw

Udowodnimy to Twierdzenie, ale tylko w jedna strone tzn.
pokazemy, ze jezeli tréjkat jest prostokatny, to

a2+ b% = 2.

Rysunek: Ilustracja do dowodu Twierdzenia Pitagorasa
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Twierdzenie Pitagorasa i Twierdzenie Cosinuséw

Zauwazmy w tym celu, ze tréjkaty AABC i ADBC oraz AABC i
AADC s3 podobne, gdyz maja odpowiednie katy réwnej miary.

Zatem
a —_—
X+Yy
i
b J—
X+Yy
zatem

b =y(x+y)tx(x+y)=xc+tyc=(x+y)c=c-c=c
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Twierdzenie Pitagorasa i Twierdzenie Cosinuséw

Jezeli mamy dany trdjkat prostokatny o przyprostokatnych dtugosci
a i b i przeciwprostokatnej dtugosci ¢, to mozemy wprowadzié
nastepujace wielkoSci zwane funkcjami trygonometrycznymi:

sina =

Cosx —=

ol o0lu

Woéwczas zachodzi nastepujace Twierdzenie Cosinuséw, ktore jest
uogolnieniem Twierdzenia Pitagorasa. Brzmi ono tak:

Niech ANABC, bedzie tréjkatem, wowczas
|AB|2 = |BC|? + |CA]2 — 2 - |BC| - | CA| - cos(|ZABC)).
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Twierdzenie Pitagorasa i Twierdzenie Cosinuséw

Uwaga . Pierwiastkiem arytmetycznym stopnia 2 z liczby
nieujemnej a, nazywamy jedyna nieujemna liczbe rzeczywista x dla
ktérej prawda jest, ze x> = a. Liczbe te oznaczamy x = \/a.

Dla przyktadu
V144 =12

bo
122 = 1212 = 144.
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Twierdzenie Pitagorasa i Twierdzenie Cosinuséw

Dziekuje za uwage
Kinga Kolczynska - Przybycien
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