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Kombinatoryka to dziat matematyki, ktory
zajmuje sie zliczaniem, na ile sposobow moze
zajSc jakies zjawisko. Powstata dzieki grom
hazardowym a dopiero pozniej rozwineta sie w
gatgz nauki.
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Celem niniejszego wyktadu jest omowienie

podstawowych regut, pojec i wzoroéw z
kombinatoryki z przyktadami ich zastosowan w

zadaniach.
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Jez

REGUtA ILOCZYNU
eli pewnego wyboru mozna dokonac etapami,

podejmujac wielokrotnie decyzje, co do wyboru

POS
dec

zczegblnych elementow, przy czym pierwsza
yzje podejmujemy na n, sposobow, drugg -

na n, sposoby itd. a ostatnig decyzje

000
000
icz

000

ejmujemy na n, sposobow, i jesli te decyzje s3
ejmowane niezaleznie od siebie, to catkowita
pa mozliwych wyboréw jest iloczynem liczb
ejmowanych decyzji, tzn. wynosi

nlxnzx-o-xnk-




ELEMENTY KOMBINATORYKI

Przyktad

Majgc do dyspozycji: 2 pary butow, 5 par spodni |
7 bluzek na ile sposobow mozemy sie ubrac?

Rozwigzanie. Ubierajgc sie musimy podjac¢ 3
decyzje:

| dotyczy butow - wybieramy je na n,=2 sposoby,
Il dotyczy spodni - wybieramy je na n,=5
sposobow,

Il dotyczy bluzki - wybieramy jg na ny=7
sposobow.
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Jesli nie dopasowujemy kolorow ubran |
decyzje podejmujemy niezaleznie dla kazdej
czesci garderoby, to na podstawie reguty
mnozenia mozemy sie ubrac na 2x5x7 =70
sposobow.
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REGUtLA DODAWANIA

Jezeli mamy wybrac pewien element z dwoch
zbiorow A i B przy czym zbior Amam
elementow a zbior B ma n elementow i zbiory
te nie majg wspolnych elementéw to wyboru
tego dokona¢ mozemy na doktadnie m+n
sposobow.
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Przyktad

Mamy do dyspozycji : 3 spodnice zofte i 2
czerwone oraz 4 bluzki zofte i 3 czerwone. Na
ile sposobow mozemy sie ubrac, jezeli chcemy,
aby bluzka i spddnica byty w tym samym
kolorze?
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Rozwigzanie.

Mamy do wyboru dwa kolory, w ktore mozemy sie
ubrac:

zo0tty - wtedy musimy wybrac jedng z trzech zo6ttych
spodnic i jedng z czterech zottych bluzek,

zatem mozemy ubrac sie na z6tto na 3x4 = 12
sposobow

albo

czerwony - wtedy musimy wybrac jedng z dwoch
czerwonych spddnic i jedng z trzech czerwonych
bluzek, zatem mozemy ubrac sie na czerwono na 2x3 =
6 sposobow



ELEMENTY KOMBINATORYKI

Przyktad c.d

Poniewaz ubierajgc sie na zotto nie mozemy
jednoczesnie ubrac sie na czerwono |
odwrotnie. Zatem zgodnie z regutg dodawania
mamy 12+6 = 18 sposobow ubrania sie.
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PODSTWOWE ZASADY KOMBINATORYKI

Jezeli podejmujemy kilka niezaleznych decyzji
czesciowych, ktore dotyczg jednego
catosciowego wyboru, to liczby decyzji
mnozymy, jesli natomiast dokonujemy
wykluczajacych sie wyborow, to liczby
wyborow dodajemy.
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PERMUTACIE

Permutacja (przestawieniem) nazywamy
ustawienie elementéw danego zbioru w
pewnej kolejnosci. Liczba permutacji okresla
na ile sposobéw mozemy ustawic elementy

zbioru w kolejce.



ELEMENTY KOMBINATORYKI

PERMUTACIJE-CD

Powiedzmy, ze mamy zbior A, ktéry ma n elementow i
chcemy wyznaczyc¢ liczbe wszystkich mozliwych ustawien
tych elementow w kolejce. Musimy wiec podja¢ n wyborow
dotyczacych tego, jaki element ustawic na kolejnym
miejscul.

| wybdr —na pierwszym miejscu w kolejce mozemy ustawic
kazdy z n elementow

Il wybor — na drugim miejscu w kolejce mozemy ustawic juz
tylko n-1 elementow (bo jeden zostat juz wykorzystany)

Il wybdr — na trzecim miejscu w kolejce mozna ustawic juz
tylko n-2 elementy (bo 2 elementy sg juz wykorzystane),

itd.
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PERMUTACIJE-CD
(n-1)-wszy wybor —na przedostatnim miejscu
w tej kolejce mozemy ustawic juz tylko 2
elementy,
n-ty wybor- na ostatnim miejscu mozemy
ustawic juz tylko jeden element

Zatem zgodnie z regutg mnozenia liczba
mozliwych wyborow kolejnosci to:

nx(n-1)x(n-2)x...x2x1
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PERMUTACIE-CD

Jest to iloczyn liczb naturalnych od 1 do n.
Oznaczamy go n! (czytamy n silnia).

Zatem liczbe P, wszystkich permutacji
zbioru n- elementowego mozemy zapisac¢ w
nastepujgcy sposob:

P,=nl
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PRZYKtAD

Na ile sposobow mozna ustawi¢ w kolejce do
kasy biletowej 5 pandéw i 4 panie, jezeli:

a) panowie sg dzentelmenami i przepuszczaja
panie przodem?

b) panowie nie byli grzeczni i wepchneli sie
przed panie?

c) kolejnosc¢ nie zalezy od pftci?
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Rozwigzanie a)

Panie mozna ustawi¢ w obrebie czterech
pierwszych miejsc w kolejce na 4! = 4x3x2x1 =24
sposoby, panow natomiast na kolejnych pieciu
miejscach na 5! = 5x4x3x2x1 = 120 sposobow.
Kazde ustawienie pan moze wystgpic z kazdym ze
120 ustawien panow. Wyboru kolejnosci pan i
panow dokonujemy niezaleznie, wiec (korzystajac
z reguty iloczynu) mamy 4!x5! =24x120 = 2880
takich mozliwych ustawien.
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Rozwigzanie b)
Mozliwych ustawien jest tyle samo.

Rozwigzanie c)

Ustawiamy w kolejce dziewiecioro ludzi
niezaleznie od ptci, co mozna zrobic¢ na
91 = 9x8x...x3x2x1 czyli na az 362 880
sposobow.
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WARIACIE

Tworzenie wariacji polega na k- krotnym wybieraniu
pojedynczych elementow z posréd n elementow, jakie

mamy do dyspozycji. Elementy wybierane s3 po kolei, a
nie wszystkie na raz.

Wyrozniamy dwa rodzaje wariacji, w zaleznosci od tego,
czy po wybraniu danego elementu moze on byc¢ uzyty
jeszcze raz i wybrany ponownie (nazywamy go

wariacjg z powtdrzeniami), czy tez raz wybrany
element nie moze by¢ wybrany ponownie (wariacja
bez powtdrzen).
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WARIACJE Z POWTORZENIAMI

Wybieramy kolejno k elementow sposrod n, ktore
mamy do dyspozycji. Za kazdym razem wybrany
element wraca do pozostatych i moze byc
wybrany ponownie. Zatem musimy podjac

k decyzji:

| decyzja - na pierwszym miejscu mozemy
ustawi¢ dowolny z n elementow,

Il decyzja - na drugim miejscu mozemy ustawic
znowu dowolny z n elementow,

itd.
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k- ta decyzja - na ostatnim miejscu mozemy
ustawi¢ dowolny z n elementow.

Na podstawie reguty iloczynu wszystkich
mozliwych ustawien k elementow

wybieranych sposrod n elementow (jesli
wybierane elementy mogg sie powtarzac) jest:

K _ _ Nk
Wn_nxng...xn_n

kK — razy
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Przyktad

lle stacjonarnych numerow
telefonicznych jest dostepnych w
poznanskiej centrali? Wszystkie numery
sg dziewieciocyfrowe i zaczynajg sie
numerem kierunkowym 61.
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Rozwigzanie

Poniewaz dwie pierwsze cyfry sg juz ustalone
61, pozostato nam do rozwazenia siedem
pozostatych pozycji. Cyfry mogg sie na nich
powtarzac, a kolejnosc¢ wystepowania cyfr w
numerze tez jest istotna. Wybieramy zatem
jedng z 10 cyfr na lll miejsce, jedng z 10 na IV
miejsce itd. az jedng z 10 cyfr wybierzemy na
ostatnim IX miejscu.
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Wyborow kolejnych cyfr dokonujemy
niezaleznie, zatem jest ich tyle, ile
siedmioelementowych wariacji z
powtorzeniami ze zbioru
dziesiecioelementowego, czyli:

W .-10
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WARIACJE BEZ POWTORZEN

Wybieramy kolejno k elementow sposrod n, ktére mamy do
dyspozycji, ale raz wybrane elementy nie mogg zostac¢ uzyte
ponownie. Zatem musimy podjac k decyzji:

| decyzja - na pierwszym miejscu mozemy ustawi¢ dowolny
Z n elementow,

Il decyzja - na drugim miejscu mozemy ustawic znowu
dowolny z pozostatych n-1 elementow,

itd. (za kazdym razem mamy do dyspozycji o 1 element
mniej niz poprzednio)

k- ta decyzja - na ostatnim miejscu mozemy ustawic
dowolny z pozostatych n-k+1 elementow.
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Zatem na podstawie reguty iloczynu
liczba wszystkich mozliwych k- elementowych
wariacji bez powtoérzen ze zbioru n-
elementowego wyraza sie wzorem:

\/E=nx(n—1)><...><(n—k+1)—(nf!k)!
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Przykiady

W sali lekcyjnej jest 30 miejsc . Na ile sposobow
5 uczniow moze zajac miejsca, jezeli kazdy z nich
siada gdzie chce?

Rozwiagzanie. Kazdemu rozmieszczeniu uczniow w
klasie (czyli zajeciu przez nich miejsc Jodpowiada
doktadnie jedna 5-elementowa wariacja bez
powtorzen ze zbioru 30-elementowego, czyli
wszystkich mozliwych rozmieszczen bedzie
doktadnie:

| I
V30 igl 25><26><27><28><29><30_17100720

25!
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Kombinacjg nazywamy wybor catej grupy k-
elementowej sposrod n elementow, jakie
mamy do dyspozycji. Nie jest istotna kolejnosc
elementow, jakie wybierzemy, i zaden nie
moze by¢ wybrany dwukrotnie.

Liczbe takich wyborow zapisujemy tzw.
symbolem Newtona [rk]j (czytamy: n po k).
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Kazdej kombinacji k- elementowej ze zbioru
n- elementowego odpowiada doktadnie k! k-
elementowych wariacji bez powtdrzen ze
zbioru n- elementowego, gdyz kazde k-
elementow mozemy ustawic w kolejce na k!
sposobow. Zatem wszystkich tych kombinacji
bedzie:

Cn kIVn kl(n k)' (m
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Przyktady

Klasa liczy 25 osob. Na ile sposobow mozna
wybrac 3-osobowg delegacje sposrod uczniow
tej klasy.

Rozwigzanie.

Wazne sg dwie rzeczy: nie jest istotna
kolejnosc, w jakiej dokonujemy wyboru
uczniow i uczen moze zosta¢ wybrany do
delegacji tylko raz.
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Wobec tego wystarczy zastosowac wzor na
liczbe mozliwych wyborow 3 elementéw
sposrod 25:

=2300

[ZSJ: 251 251 _22K23x24x25
3 ) 3(25-3)! 322 226
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Dziekuje za uwage

Kinga Kolczynska-Przybycien



