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Woprowadzenie

Woprowadzenie

Czesto w zagadnieniach praktycznych rozwaza sie pewien zbidr
obiektéw wraz z zaleznosciami jakie tacza te obiekty. Dla
przyktadu mozna badaé pewnga grupe ludzi oraz strukture
znajomosci pomiedzy nimi. Méwiac bardziej precyzyjnie,
powiedzmy, ze mamy pie¢ oséb: Marka, Ewe , Zbigniewa , Dorote i
Anne . Ponadto wiemy, ze pary znajomych wsréd nich to: Marek i
Ewa, Ewa i Zbigniew, Zbigniew i Dorota, Dorota i Anna. Zbiér
tych oséb oraz strukture ich znajomosci mozemy przedstawi¢ za
pomoca ponizszej ilustracji.
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EWA DOROTA

MAREK ZBIGNIEW ANNA
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Woprowadzenie

Rozwazmy nastepujace zagadnienie. Mamy za zadanie
poinformowa¢ wszystkie pie¢ 0s6b, przy czym informacje mozemy
przekaza¢ tylko jednej z nich, a kazda osoba moze jg przekazaé
swoim znajomym. Powiedzmy, ze przekazanie wiadomosci przez
osobe swoim znajomym trwa jedna jednostke czasu, komu nalezy
przekaza¢ wiadomos¢, aby wszystkie osoby zostaty poinformowane,
w jak najkrotszym czasie.

tatwo widaé, ze w naszym przypadku informacje nalezy przekazac
Zbigniewowi. Wéwczas poinformowanie wszystkich oséb zajmie
dwie jednostki czasowe i bedzie to najkrétszy mozliwy czas.

Tego typu zagadnienia s3 czesto rozwazane w teorii graféw czyli
dziale matematyki zajmujacym sie grafami. Przejdzmy zatem do
samej teorii i wprowadzmy kilka podstawowych pojec.
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Definicja grafu prostego

Definicja. Grafem prostym nazywamy pare G = (V(G), E(G)),
gdzie
Q@ V/(G) jest zbiorem wierzchotkéw grafu, ktére oznaczamy
zazwyczaj literami vy, vo, v3, ..., Vp, tzn.

V(G) = {v1, va,..., Vn}.

@ E(G) jest zbiorem krawedzi grafu, ktére tacza jego wierzchotki
i s3 zazwyczaj oznaczane literami eg, ey, ..., €m, tzn.

E(G) ={e1,e,....em}

Ponadto, co najwyzej jedna krawedz taczy dowolne dwa
wierzchotki, oraz nie ma krawedzi o koncu i poczatku w tym
samym punkcie (tzw. petli ). Przy czym, jezeli krawedz e
taczy wierzchotek v; z wierzchotkiem v;, to piszemy réwniez
€ = VjV;.
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Przyktady graféw

Dla przyktadu gdybySmy mieli zilustrowa¢ graf (V, E), gdzie
V ={a,b,c,d, e} oraz E = {ab, ac, ad, bc, be, cd, ce},
to wygladat by on nastepujaco:
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Przyktadem grafu, ktéry spotykamy na co dzien jest mapa ulic,
woéwczas role wierzchotkdéw petnig skrzyzowania, a krawedzi ulice.
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Przyktady graféw

Inne obiekty ze Swiata rzeczywistego, ktér maja strukture grafu, sa
to tzw. wzory strukturalne czasteczek substancji chemicznych, to
grafy, w ktérych role wierzchotkéw petnig atomy pierwiastkow, zas
role krawedzi wigzania miedzy atomami. Ponizej przedstawiamy
wzér strukturalny czasteczki alkoholu etylowego CoHs OH.

H H
H C C 0 H
H H
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Problem komiwojazera

Innym przyktadem problemu $cisle powigzanego z teorig graféw
jest tzw. problem komiwojazera. Problem ten w uproszczeniu
wyglada mniej wiecej tak: Powiedzmy, ze mamy np. cztery miasta,
potozone tak, jak na grafie ponizej. Przy czym krawedzie tego
grafu oznaczaja, drogi pomiedzy tymi miastami, za$ liczby na
krawedziach oznaczaja dtugosci tych drég.

A 10 B

10 10
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Problem komiwojazera

Komiwojazer ma za zadanie wyruszy¢ z miasta powiedzmy A
dostarczy¢ towar do pozostatych miast i wréci¢ z powrotem do
miasta A przy czym ma to zrobi¢ w taki sposéb, aby droga jaka
pokona byta najkrétsza.
W naszym przypadku rozwigzanie tego problemu beda stanowity
"cykle" :

A-B—+C—=D—A

oraz
A—-D—C—B—A,

ktérych dtugos¢ wynosi 40 i najkrétsza z mozliwych.
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Stopien wierzchotka w grafie

Definicja (Stopnia wierzchotka). Stopniem d(v) = dg(v)
wierzchotka v w grafie G nazywamy liczbe krawedzi grafu G o
jednym z koncéw réwnym v.

Przykfad. Dla grafu G przedstawionego na ponizszym rysunku

P2 0 @
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Stopien wierzchotka w grafie

mamy:
dg(a) = 3,dg(b) = 3,dg(c) =5,dg(d) = 2,

dG(e) = 27 dG(f) = 27dG(g) =1.

Policzmy, ilo$¢ wszystkich krawedzi grafu G, jest ich |E(G)| = 9.
| zauwazmy, ze

dg(a) + dg(b) + dg(c) + de(d) + dg(e) + da(f) + da(g) =

—34+3+5+2+2+24+1=18=2-9=2|E(G)|.

Zaleznos¢ ta nie jest przypadkowa, gdyz zachodzi nastepujace
twierdzenie:
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Definicja Sciezki w grafie

Twierdzenie. Dla dowolnego grafu G = (V/, E), o zbiorze
wierzchotkéw V = {vi, v, ..., v }, zachodzi réwnos¢

dG(Vl) aF dG(Vg) AF coo AF dG(Vk) =2 ‘E’,
gdzie |E| oznacza liczbe krawedzi grafu G.

Definicja (Sciezki w grafie) Niech G = (V(G), E(G)) bedzie
grafem i niech vp, v, € V(G). Sciezka taczaca vg z v,, o dtugosci n
nazywa sie ciag wierzchotkéw (vo, va, ..., v,) taki, ze dla kazdego

k €{0,1,...,n— 1} istnieje krawedz o koncach v i vki1.
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Definicja Sciezki w grafie

Ponizej przedstawiono graf prosty o wierzchotkach vi, ..., vg oraz

na czerwono Sciezke (vi, va, vs, vg) dtugosci 3 taczaca wierzchotki
vy iovg.

v V3 Vs V7

va
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Oznaczanie Sciezek w grafach, ktére nie sg proste

Jezeli G nie jest grafem prostym zapis (v1, vz, ..., V) na oznaczenie
sciezki taczacej wierzchotek vi z v, moze by¢ niejednoznaczny, jak
to pokazuje ponizszy przyktad:

€4 €5 €6

V1° €1 q@ €2 °V3 €3 Q/4

Zapis (v1, v2, v3, v4) nie ma jednoznacznego znaczenia gdyz nie
wiemy po jakich krawedziach sie poruszamy idac od wierzchotka vy
do wierzchotka v4. Dlatego w grafach, ktére posiadaja krawedzie
wielokrotne (tzn. dwie lub wiecej taczace te sama pare
wierzchotkéw ) Sciezki oznaczamy wypisujac ich krawedzie.
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Grafy spdjne

| tak zapis (vi, €1, €5, €3, va) oznacza Sciezke w ktérej starujemy z
wierzcholka vy, nastepnie idziemy krawedzig e; do v», potem
krawedzia es do v3 i w koncu krawedzig e3 do vy.

Definicja. Graf G nazywamy grafem spdjnym, jezeli dowolne dwa
jego wierzchotki mozna potaczy¢ Sciezka .

Ponizej przedstawiamy przyktad grafu spdjnego oraz takiego, ktoéry
spéjny nie jest.
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Grafy spdjne

V7 Vg

V4. Q/5

Powyzszy graf nie jest spéjny, poniewaz nie istnieje Sciezka taczaca
np. wierzchotki vy i vs.
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Zagadnienie mostéw krolewieckich

Zagadnienie mostéw krélewieckich problem, nad ktérym
rzekomo gtowili sie mieszkancy Krélewca, a ktéry rozwigzat w
XVIII wieku Leonhard Euler.

Przez Krélewiec przeptywata rzeka Pregota, w ktérej rozwidleniach
znajdowaty sie dwie wyspy. Ponad rzeka przerzucono siedem
mostéw, z ktérych jeden taczyt obie wyspy, a pozostate mosty
faczyty wyspy z brzegami rzeki. Problem, ktérym zainteresowat sie
Euler, byt nastepujacy: czy mozna przejs¢ kolejno przez wszystkie
mosty tak, zeby kazdy przekroczy¢ tylko raz.
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Sciezki Eulera

Definicja (Sciezki Eulera). Sciezka Eulera to taka ciezka w
grafie, ktéra przechodzi przez kazda jego krawedz doktadnie raz.

€4 €5 €6

N N
V1‘ €1 q/2 €2 q/3 €3 Q/4 W

powyzszym grafie sciezka (vi, 4, €5, €6, €3, €2, €1, v1) jest Sciezka
Eulera.
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Zagadnienie mostéw krolewieckich

Powréémy teraz do zagadnienia mostéw krélewieckich i popatrzmy
na to zagadnienie w nastepujacy sposéb. Potraktujmy obszary na
jakie rzeka dzieli lad jako wierzchotki grafu, zas mosty pomiedzy

tymi obszarami jako krawedzie. Otrzymamy wéwczas nastepujacy
graf:
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Zagadnienie mostéw krolewieckich

Patrzac w ten sposéb zagadnienie to sprowadza si¢ do pytania czy
w powyzszym grafie istnieje sciezka Eulera. Odpowiedz jest
negatywna, co wynika z nastepujacego twierdzenia udowodnionego
przez Eulera:

Twierdzenie W grafie spéjnym istnieje sciezka Eulera wtedy i
tylko wtedy, gdy liczba wierzchotkéw stopnia nieparzystego wynosi
0 lub 2.
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Dziekuje za uwage
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