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CIAGI LICZBOWE

Naturalng rzeczg w otaczajgcym nas swiecie
jest porzadkowanie roznorakich obiektow,
czyli ustawianie ich w pewnej kolejnosci.

Dla przyktadu tworzymy roznego rodzaju rankingi,
np. ranking najlepszych kierowcow rajdowych.
Tzn. ustawiamy kierowcoéw rajdowych w
kolejnosci od najlepszego do najstabszego.
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Takie wtasnie ustawianie obiektéw w pewnej
kolejnosci wigze sie scisle z pojeciem ciggu,
ctore jest fundamentalnym pojeciem dziatu
matematyki zwanego analizg matematyczng.
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Celem niniejszego wyktadu jest omowienie
podstawowych wtasnosci pewnych wybranych
ciggow, ktore petnig istotng role, zarowno w
matematyce, jak i otaczajgcym nas swiecie z
przyktadami ich zastosowan w zadaniach.
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Ciggiem nazywamy pewng ilos¢ obiektow
ustawionych po kolei, lub, co na jedno
wychodzi pewng ilos¢ obiektow
ponumerowanych kolejnymi liczbami
naturalnymi.
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Jezeli ilos¢ obiektow, ktore ustawiamy w ciag
jest skonczona, to mamy do czynienia z
ciggiem skonczonym.

Jezeli natomiast ilos¢ obiektow, ktore
ustawiamy w cigg jest nieskonczona, to
mowimy o ciggu nieskonczonym.
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Jezeli obiekty, ktore ustawiamy w cigg s3
liczbami, to ten cigg nazywamy ciggiem
liczcbowym.

Ciggi oznaczamy matymi literami, natomiast
wyrazy ciggu, czyli obiekty, z ktérych ten cigg
sie sktada, oznaczamy matymi literami wraz z
liczbg, ktora informuje nas, na ktérym miejscu
w danym ciggu ten wyraz wystepuje.
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Przyktad

Cigg liter nazwiska kazdego cztowieka jest
przyktadem ciggu skonczonego.

Jezeli przez @ oznaczymy cigg liter nazwiska
KOW3|Ski, to ;= K, ad,=0 ), a.3:W, A, = a,
a.=l,a.=s, a.=k, a:=1 .
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Przyktad

Przyktadem ciggu nieskonczonego moze byc¢
cigg wszystkich naturalnych wielokrotnosci

liczby 5 ustawiony w kolejnosci od
najmniejszej.
d =(5;10; 15; 20; 25; 30; 35; 40; ....)

Jest to zarazem przyktad ciggu liczbowego.
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Jednym z bardziej elementarnych a zarazem
bardzo waznym jest pojecie ciggu
arytmetycznego, zwanego rowniez postepem
arytmetycznym.

Ciggiem arytmetycznym nazywamy cigg (a.)

o tej wtasnosci, ze réznica pomiedzy dowolnym
wyrazem a wyrazem bezposrednio
poprzedzajgacym go jest stata i wynosi .

Liczbe te nazywamy roznicq ciggu
arytmetycznego.
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Przyktad

Cigg kolejnych liczb naturalnym jest ciggiem
arytmetycznym

(1:2:3;4;5;...)
Roznica tego ciggu wynosi :

r=2-1=3-2=4-3=..=1
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Kazdy ciag staty tzn. postaci (a,a,a,a, a,....)
jest rowniez przyktadem ciggu

arytmetycznego, ktorego réznica wynosi
r==a—a—=—-a—a=~0

Kazdy cigg arytmetyczny jest jednoznacznie
Wyznaczony przez swoj pierwszy wyraz oraz
roznice. Wiecej, jezeli znamy ktorykolwiek

wyraz ciggu arytmetycznego oraz jego roznice,

to mozemy wyznaczycC wszystkie jego wyrazy.
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Wzor na n- ty wyraz ciggu arytmetycznego
Zauwazmy, ze

a,=a,+r=a_,+2r=..=a,_,,H+(N-Pr=a, +(n-Dr
taczac pierwszg i ostatnig rownosc¢

otrzymujemy wzor na n- ty wyraz ciggu
arytmetycznego

a =a +(n-r
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Rownie prosto, jak wyznaczac n- ty wyraz ciggu
arytmetycznego mozna sumowac wyrazy ciggu
arytmetycznego, o czym moze swiadczyc
nastepujgca anegdota:

Niepokorny Gauss i suma ciggu
arytmetycznego

Anegdota ta dotyczy wielkiego niemieckiego
matematyka Carla Friedricha Gaussa

(1777 — 1855 r.)
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Carl Gauss siedziat znudzony na lekcji
matematyki. Nietrudno wyobrazic sobie
dlaczego - Gauss byt nieprzecietnym uczniem,
a lekcje matematyki 300 lat temu nie byty tak
ciekawe jak dzis. A wiec Gauss nudzit sie, przez
co czesto wpadat w tarapaty.
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Ktoregos razu, kiedy Carl znow nie

zajmowat sie lekcjq, nauczyciel
zdenerwowat sie i krzyknqt:

"Gauss! Jezeli jestes tak potwornie
znudzony lekcjg, mam dla ciebie
zadanie: pojdziesz do kqta i
zsumujesz liczby od jednego do stu.

o [ [J V' d [ [ Y 4 "
To powinno cie zajqgc na jakis czas.
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Gauss poszedt do kqta, ale nie wyglgdat jakby
cokolwiek liczyt. Nauczyciel znow krzyknqf:
"Gauss! Widze, ze zdqzytes juz dodac te
wszystkie liczby."

Gauss odpowiedziat: "Jasne. To 5 050.,,

Oczywiscie nauczyciel nie uwierzyt, ze mozna byto
to tak szybko obliczyc. Nastepne 10 minut spedzit
dodajgc po kolei wszystkie liczby, by przytapac
ucznia na ktamstwie 2

3
+3
6
+4
10
+5

15
+..



http://3.bp.blogspot.com/_k9WTOZ2ZG-4/TTrJp24iGvI/AAAAAAAAAc0/1RKsUsusFa0/s1600/gauss1.png
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Kiedy zorientowat sie, ze Carl ma racje, pewnie i tak kazat
mu zostac w kozie. Albo trzepngt go linijkq za to, ze byt od
niego sprytniejszy.

Mo:ze cafa ta historyjka jest zmyslona? Kto wie...

Zastanowmy sie jak mogt to zrobi¢ Gauss?

Zapiszmy w tym celu szukang sume i oznaczmy jg literg S

1+2+...4994+100 =S
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Zapiszmy teraz tg samg sume ale ustawmy jej
sktadniki w odwrotnej kolejnosci

1004+99+...+2+1 =S5

Dodajmy teraz do siebie te dwie sumy ale w
ten sposob, ze dodajemy pierwszy sktadnik
pierwszej sumy do pierwszego sktadnika
drugiej sumy, drugi sktadnik pierwszej sumy
do drugiego sktadnika drugiej sumy, itd...
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Otrzymamy w ten sposdb nastepujgcg sume

(1+100 )+(2+99 )+..+( 9 +2 )+(100 +1 )=2S

Otrzymujemy w ten sposob sume stu sktadnikow
z ktorych kazdy jest rowny liczbie 101, wiec

100 x101 =25
Zatem S _ 5050
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Bazujac na tym samym pomysle mozna tatwo
wyznaczyC¢ wzor na sume S, — poczatkowych
wyrazow ciggu arytmetycznego.

Zauwazmy w tym celu, ze
a+a  ,=a+k-Dr+a+(h-k)r=a +[a+(n-Drl=a +a,
/atem

2S5, =S +S, =(a+a,+..+a ,+a)+(a+a +..+a _,+a)=

=(a,+a)+(@,+a _,)+..+(a +a,_..,)+..+(a, +a)=
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=(a+a)+(a+a,)+..+(a+a)=nx(@+a)

Skad

5. = (a, +a.)xn
2
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Przyktad, ktdry teraz podamy pochodzi z tzw.
Papirusu Moskiewskiego napisanego ok. 2000
roku p.n.e w Starozytnym Egipcie.

Podziel 10 miar zboza miedzy 10 ludzi tak, by
roznica miedzy kazdym cztowiekiem, a nastepnym
wynosita 1/8 miar.
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Rozwigzanie
Mamy dane S,, =10

n=10

- %

Szukamy &a,,&a,,..., a, o, , korzystajac z
Wzoru na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego
otrzymujemy
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9
B =8 +9r =3+

Wstawiajac powyzsze wyrazenie do wzoru na Sy
Otrzymujemy

Zatem 9



Ciggi Liczbowe

11 13 15 17 19 21 23 _ 25

__1a __la — __1a — — — -
167165 16 16" 16 ® 16 T 160 T 16
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Kolejnym elementarnym i waznym ciggiem
jest cigg geometryczny, zwany rowniez
postepem geometrycznym.

Ciggiem geometrycznym nazywamy cigg (a,)
liczb rzeczywistych roznych od zera o tej
wtasnosci, ze iloraz dowolhego wyrazu przez
wyraz bezposrednio poprzedzajgcy go jest
staty i wynosi (. Te liczbe J nazywamy
ilorazem ciggu geometrycznego.
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Przyktad

Ciag (1, 2, 4,8, 16, 32, 64,...) jest przyktadem
ciggu geometrycznego o ilorazie 4=2.

Podobnie jak cigg arytmetyczny, rowniez i cigg
geometryczny jest jednoznacznie wyznaczony
przez jego pierwszy wyraz & iiloraz . Wiecej,
rowniez i cigg geometryczny ma te wtasnosc, ze
jesli znamy jego dowolny wyraz oraz iloraz, to
mozemy wyznaczyc¢ kazdy inny wyraz tego ciggu.
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W przeciwienstwie do ciggu arytmetycznego wyrazy
ciggu geometrycznego moga rosngc bardzo szybko, co
obrazuje nastepujaca bajka:

Bajka o krélu, szachach i ziarnach pszenicy

Dawno, dawno temu zZyt sobie krol, ktory sie strasznie
nudzit. Nie bawit go fechtunek, ani jazda konna, ani
nawet turniej rycerski. Byt tak znudzony, ze rozestat wici
po catym kraju i do panstw przyjaznych - kto przyniesie
interesujgcqg gre, tego nie minie wysoka nagroda.
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Pewnego dnia zjawit sie na zamku starszy
cztowiek, cudzoziemiec. Przedstawit krolowi swojq
gre (szachy), a ten tak sie nig zachwycit, ze
postanowit ofiarowac autorowi wszystko, czego
ten zazqgda.

Autor poprosit o pozornie skromnqg nagrode - aby
na pierwsze pole szachownicy potozono 1 ziarno
pszenicy, na drugie 2 ziarna, na trzecie 4 ziarna i
na kazde nastepne pole dwa razy wiecej ziaren niz
na pole poprzednie.
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Krol sie tylko zasmiat i powiedziat, zeby ow starszy
cztowiek podat mu po prostu liczbe workow z
ziarnem, bo worki wygodniej liczyc, ale autor sie
upart na doktadnie takq liczbe ziaren - ani mniej
ani wiecej.. Nieco rozbawiony takim
zachowaniem krol poszedt wiec do swoich
matematykow, zeby mu obliczyli, ile mniej wiecej
workow ziarna zqgda ow cudzoziemiec. Gdy
matematycy podali mu wynik, to zrzedta mu mina
- okazafto sie, ze tyle ziarna, to nie ma ani w jego
krolestwie, ani nawet na catym znanym swiecie.
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Obliczmy ile ziaren pszenicy zazgdat autor za
wynalezienie szachow,

1+2+2°+...+2 =5
Zauwazmy, ze

S=(2-1)S=25-S =420 4 42122 - =P =0
Wiec honorarium wynosito 18446744073709551615
Ziaren pszenicy.
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Wzor na n - ty wyraz ciggu geometrycznego
Zauwazmy, ze
8,=8,,0=8,,0" =..=8, ;4" =ag
taczac pierwszg i ostathig rownos¢
otrzymujemy wzor na n- ty wyraz ciggu
geometrycznego

n-1

n-1

a, = a(
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Podobnie jak dla ciggu arytmetycznego mozna
nietrudno wyznaczyC wzor na sume S —
poczgtkowych wyrazéw ciggu geometrycznego

Zauwazmy w tym celu, ze
a xq=aq " xg=ag" =a.,
Zatem

(1_q)Sn = Sn _an - (al T a‘2 +"'+an—1 T an) _Q(ai +a2 Tt an—l T an) =

— (al td) t..+d+ an) - (qal +0a, +..+0a,, + qan) —
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— (al -|-3.2 +"'+an—1 +an) _(az +"'+an—1 +an +an+1) —
=gt +..ta,,ta, —&,—..—q,—aq —a,,=a4 —a,,
Otrzymalismy wiec nastepujgcg rownosc

(l_ q)Sn — ai o a‘n+1
Skad
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W stynnym papirusie egipskim znajduje sie
nastepujacy zapis:

Siedmiu ludzi ma po 7 kotow, kazdy zjada 7
myszy, kazda mysz zjada 7 ktosow, z kazdego
kfosa moze wyrosngc¢ 7 miar zboza lle razem
byto ludzi, kotow, myszy, kfosow i miar zboza
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Rozwigzanie:

Mamy

a, =7 (bo mamy siedmiu ludzi)
a,=7° (bo kazda osoba ma 7 kotow)
a, =7 (bo kazdy kot zjada 7 myszy)

a, =7' (bo kazda mysz zjada 7 ktosow)

a. =7 (bo z kazdego ktosa wyrosnie 7 miar zboza)
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Czyli wszystkich rzeczy razem mamy:

6
74+7°4+..+7° = 71_77 — 19607
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Dziekuje za uwage

Kinga Kolczynska-Przybycien



